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INTRODUCTION 
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Analyse des problemes (1) 
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Recherche de chemin 

V ) 

• Un ou des chemin(s) reliant les sommets 1 a 8 




Analyse des problemes (2) 
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Probleme ExisteChemin 



Instance : un graphe oriente et value G, et 2 sommets 1 et 8. 
Question : existe-t-il un chemin dans G qui relie le sommet 1 a 8 ? 



/■ \ 

Probleme TrouveChemin : 

v J 

• Instance : un graphe oriente et value G, et 2 sommets 1 et 8. 

• Question : trouver un chemin dans G reliant le sommet 1 au sommet 8. 



/■ \ 

Probleme TousLesChemins : 

v J 

• Instance : un graphe oriente et value G, et 2 sommets 1 et 8. 

• Question : trouver tous les chemins dans G qui relient le sommet 1 a 8. 



/■ \ 

Probleme PlusCourtChemin : 

v J 

• Instance : un graphe oriente et value G, et 2 sommets 1 et 8. 

• Question : trouver un plus court chemin dans G reliant le sommet 1 a 8. 




Analyse des problemes (3) 
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^ 

Probleme de decision 


• C'est un probleme qui prend en entree une instance, et repond en 
sortie "oui" ou "non" suivant si I'instance repond au probleme ou pas. 




f \ 

Probleme d'existence (recherche d'une solution) 

V J 




• C'est un probleme qui comporte une question ou plutot une injonction 
de la forme « trouver un element tel que ...» dont la reponse consiste 
a fournir un tel element. 




* \ 

Probleme d'enumeration (recherche de toutes les solutions) 




• C'est un probleme qui comporte une question ou plutot une injonction 
de la forme « trouver tous les elements tel que ...» dont la reponse 
consiste a fournir un ensemble d'elements. 




* \ 

Probleme d'optimisation (recherche de la meilleure solution) 



• C'est un probleme d'existence qui consiste a fournir une solution qui 
optimise un certain critere (cout, profit, ...)■ 



Probleme decision/optimisation 6 







Problemes de decision 




• Reponse = oui ou non 

• Exemple : Peut-on colorier ce graphe avec 4 couleurs ? 




Problemes d'optimisation 




• Reponse = valeur qui optimise une fonction objectif donnee 

• Exemple : Plus petit nombre de couleurs permettant de colorier ce 
graphe ? 




r \ 

Probleme de decision vs probleme d'optimisation 




• Existe t'il une meilleure solution ? 

• Exemple : Peut-on colorier ce graphe avec moins de 5 couleurs ? 




Remarque 




• Inequivalence entre ces deux problemes suppose que la 
demonstration d'existence repose sur un argument constructif 



7 



Problemes & algorithmes 



Definitions 



• Un probleme de decision est dit decidable s'il existe 
un algorithme, une procedure mecanique qui termine en 
un nombre fini d'etapes, qui le decide, c'est-a-dire qui 
repond par oui ou par non a la question posee par le 
probleme 

• S'il n'existe pas de tels algorithmes, le probleme est dit 

indecidable 



r \ 

Remarques 

v J 

• Un probleme decidable peut admettre plusieurs 
algorithmes qui le resolvent 

• Exemple : recherche d'un element dans une liste 





Complexite algorithmique (1) 



8 



Definition 



• La complexite d'un algorithme A est une fonction 
C A (I\I), dormant le nombre destructions 
caracteristiques executees par A dans le pire des cas, 
pour une donnees de taille N. 



f \ 

Pire cas 

V ) 

• pour N fixe, on considere la donnee donnant le plus de 
travail a I'algorithme. Une complexite moyenne serait 
utile mais difficile a calculer. 

• La complexite en moyenne necessite une connaissance 
de la distribution probabiliste des donnees. 




Complexite algorithmique (2) 
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Algorithme de tri par selection 

) 

• Le pseudo-code de I'algorithme s'ecrit : 

procedure tri_selection(tableau t, entier n) 

pour idelan-1 
min = i 

pour j de i + 1 a n 

si t[j] < t[min] alors min = j 
fin pour 

si min * i alors echanger t[i] et t[min] 
fin pour 
fin procedure 

• Complexite de I'algorithme : 0(n 2 ) 



Complexite algorithmique (3) 




/ \ 

Trier un tableau de n elements 

v J 

• Algorithme de tri par selection : 0(n 2 ) 

• Algorithme de tri par insertion : 

• dans le meilleur des cas (tableau deja trie) : O(n) 

• dans le pire des cas (tableau trie a I'envers) : 0(n 2 ) 

• Algorithme de tri rapide (quicksort) : 

• dans le meilleur des cas (pivot = mediane) : 

0(n.log(n)) 

• dans le pire des cas (pivot = elt max ou min) : 0(n 2 ) 

• Algorithme de tri par tas : 0(n.log(n)) 



Classification des problemes (1) 
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La dasse P (Deterministic Polynomial time) 

v ) 

• L'ensemble des problemes de decision qui peuvent etre resolus par 
un algorithme polynomial 



f \ 

La dasse NP (NonDeterministic Polynomial time) 

V ) 

• L'ensemble des problemes de decision pour lesquels on possede 
pour chaque « oui » (instance I) un schema de verification, verifiant 
en temps polynomial la validite de la reponse « oui » 



s \ 

Probleme NP-Complet 

v J 

• Un probleme de decision A dans NP est NP-complet si tous les 
autres problemes de la classe NP se transforment polynomialement 
dans le probleme A. 



Classification des problemes (2) 



12 




Relations entre P et NP 




• PcNP 

• Conjecture : P * NP 

• 1 million de dollars a gagner ! 

• http://www.claymath.org/millenium-problems/ 
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RECHERCHE 
OPERA TIONNELLE 




Definitions (1) 
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Cambridge Dictionary 



• Operational research UK (US operations research): The 
systematic study of how best to solve problems in business 
and industry 





• Operations research, operational research, or simply OR, is 
the use of mathematical models, statistics and algorithms 
to aid in decision-making 




Recherche Operationnelle : approche scientifique pour la 
resolution de problemes de gestion de systemes complexes 





Definitions (2) 
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Plus precisement 

• Methodes scientifiques pour resoudre des problemes 
d'optimisation lies aux organisations du monde reel 

• Une discipline a la croisee des mathematiques et de 
I'informatique : 

• Prolongement de I'algorithmique 

• Manipulation des structures plus elaborees : graphes, 
polyedres, ... 

• Domaine d'application de la theorie de la complexity 
algorithmique 

• Une boite a outils de methodes, tant positives que 
negatives, pour aborder sainement et sereinement les 
problemes d'optimisation 




Secteurs d'application 
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Applications 

V ) 

• Industrie miniere 

• Transports : routier, ferroviaire, fluvial, aerien 

• Gestion de la chaine logistique 

• Gestion de I'energie 

• Sante 

• Planification de la production 

• Problemes d'ordonnancement 

• Telecommunications 

• Economie et finances 

• Emplois du temps 

• 




Entreprises & RO 
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Grands groupes frangais avec des poles R&D en RO 

v ) 

• Airf ranee 

• SNCF 

• EDF 

• France Telecom 

• Bouygues 

• GDF Suez 

• La Poste 

• Renault 

• Air Liquide 

• SFR 

• Google 



Resolution d'un probleme 
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Face a un probleme 
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rn 


Comprendre le probleme pose : 

l. y 




• Contraintes, objectifs, simplifications 






Modeliser le probleme : 








• Graphes, programmation lineaire, branch & bound (algorithme 
par separation et evaluation ), heuristiques, ... 




Connaitre les proprietes du modele : 

L > 








• Etude de complexity : que peut-on esperer pour le temps de 
resolution imparti ? 




Resoudre le probleme : 

L A 








• Utiliser un solveur 

• Mise au point d'algorithmes 






S' 

Interpreter la solution : 








• Interpreter la solution numerique obtenue en termes concrets 



Quelques problemes 
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Problemes polyndmiaux 1 

• Programmation lineaire en continues 

• Trouver le plus court chemin entre 2 sommets 

• Trouver un chemin passant 1 fois par chaque arc (Eulerien) 

• Maximiser un flot de vehicules dans un reseau de transport 

c \ 

Problemes NP-complets 

\ / 

• Programmation lineaire en nombre entiers 

• Probleme du sac a dos 

• Problemes d'ordonnancement 

• Probleme du voyageur de commerce 

• Trouver un chemin passant 1 fois par chaque sommet 
(Hamiltonien) 

• Probleme de la clique : Trouver k sommets connectes 2a 2 
par des aretes 

• Colorier les sommets d'un graphe 




Contenu du cours 
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1 Contenu 1 

• Graphes orientes 

• Definitions 

• Quelques exemples de graphes 

• Graphes non-orientes 

• Definitions 

• Quelques exemples de graphes 

• Fermeture transitive d'un graphe 

• Graphe sans circuit 

• Noyau d'un graphe 

• Recherche d'un chemin de longueur min ou max 

• Algorithmes de resolution : 

• Ford, Bellman-Kalaba, Djikstra 

• Flot de cout minimum 

• Problemes d'ordonnancement 



Organisation du cours 
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Volume horaire 



\ J 

• CM : 22 heures 

• TD : 20 heures 

• TP : mini-projet 

• Controles continus 



THEORIE 

GRAPHES 
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A 



J 




Origine des graphes 



24 



Le probleme des sept ponts 1/3 



• La ville de Konigsberg est construite autour de deux Ties 

• Ces iles sont reliees entre elles par un pont. 

• Six autres ponts relient les rives de la riviere a I'une ou 
I'autre des deux lies 



• Le probleme etait le suivant : Peut on se promener en 
passant une fois et une seule fois par tous les ponts ? 





Origine des graphes 
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• Le probleme des ponts de Konigsberg se modelise par un 
graphe 




• Le probleme revient a chercher un cycle eulerien : chaine 
passant par toutes les aretes du graphe une et une seule 
fois, et revenant a son point de depart. 



Origine des graphes 



26 




• Leonhard Euler a prouve que le probleme est insoluble 

• Leonhard Euler (1736) a demontre que pour qu'un graphe 
admet un cycle Eulerien, il faut que le graphe soit connexe 
et ne possede aucun sommet de degre impair 



c 



b 



d 




Introduction 



27 



Introduction 

v J 

• Les graphes capturent principalement la notion de 
relations binaires 

a O Q b a o *# b 

• R(u,v) est vraie 

• Une relation peut dans la vie courante lier des objets 
divers : 

• AN connait Adam — graphe non oriente 

• Samira est plus grande que Amina — graphe oriente 

• El est client de E2 — graphe oriente 

• II y a une route entre telle et telle ville — graphe non 
oriente 



Graphes orientes 
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Definition 



• Un graphe oriente G est compose : 

• V ensemble de sommets 

• A ensemble des arcs 

• Ac {(u,v): u,veV} 

• (u,v)=£(v,u) : relations non symetriques 



u 




Un arc de u vers v 




v 



u 




Une boucle 



Graphes orientes 
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Exemple 



• V=(a,b, 0,01,6) 

• A={(a,b),(b,c),(b,e), 

• (c,d),(d,e),(e,d),(e,a)> 



d 



• Remarque : Un arc non oriente peut toujours etre transforme en 
une situation ou Ton n'a que des arcs orientes. 




/ \ 

Exercice 1 

V ) 

• Construire un graphe oriente dont les sommets sont les entiers 
compris entre 1 et 12 et dont les arcs represented la relation « 
etre diviseur de » 





Graphes orientes 
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Definitions 

> 

• Soit u un sommet de G=(V, A) 

• N + (u) = {v: (u,v) e A} : voisins sortants de u 

• N _ (u) = {v: (v,u) e A} : voisins entrants de u 

• Le demi-degre exterieur d'un sommet est le nombre 
d'arcs adjacents qui en partent. On le note d + (u) 

• d + (u) = | N + (u) | : v est un successeur de u 

• Le demi-degre interieur d'un sommet est le nombre 
d'arcs adjacents qui y arrivent. On le note d _ (u) 

• d" (u) = | N"(u) | : v est un predecesseur de u 

• Le degre d'un sommet est le nombre d'arcs qui lui sont 
adjacents. On le note d(u) 

• d(u) = d + (u) + d"(u). 



Graphes orientes 
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Graphes orientes 
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Exercice 2 

V y 


• Trouvez les degres ext< 
sommets du graphe ci- 

2 

\ 

4 


§rieurs et interieurs de chacun des 
■dessous 



Graphes orientes 
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• Soient u et v deux sommets distincts d'un graphe G=(V,A) 

• Un chemin deuav dans G est une suite u 0 =u,u 1/ ...,u k =v 
de sommets 2a 2 distincts tq vie{l,...,k} (u^, Uj)eA 

• u est I'origine du chemin / v est I'extremite du chemin 

• La longueur d'un chemin est le nombre d'arcs qu'il 
possede 



• Un chemin de longueur 4 dans 

• le graphe reliant les 

• sommets a a e 



• ch=( a,b,c,d,e ) 




Graphes orientes 
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Un graphe oriente est fortement connexe si pour tout 
couple (u,v) de sommets distincts, il existe un chemin de 
u a v et un chemin de v a u 




Graphe fortement connexe 




Graphe non fortement connexe 




I [ Chemin simple et circuit 



• Une chemin est simple si chaque arc du chemin est 
empruntee une seule fois 

• Un circuit est un chemin dont I'origine et I'extremite sont 
confondues 



• Les chemins (a,b,c,d) et 

• (a,b,c,d,e,d) sont simples. 

• Le chemin (a,b,c,d,e,d,e,d) ne Test pas : 

• le circuit (d,e,d,e ) est emprunte 2 fois. 

• Ce circuit pouvant etre emprunte autant de fois que Ton veut, il y 
a un nombre infini de chemins deaad 



e 




Graphes orientes 
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Exercice 3 : Jeu de Fan Tan 



V y 

• Deux joueurs disposent de plusieurs tas d'allumettes. A 
tour de role, chaque joueur peut enlever un certain 
nombre d'allumettes de I'un des tas (selon la regie 
choisie). Le joueur qui retire la derniere allumette perd la 
partie. 

• Modelisez ce jeu a I'aide d'un graphe dans le cas ou Ton 
dispose au depart de deux tas contenant respectivement 
deux et trois allumettes, et ou un joueur peut enlever une 
ou deux allumettes a chaque fois. Que doit jouer le 
premier joueur pour gagner la partie a coup sur ? 



Graphes orientes 



Solution exercice 3 : Jeu de Fan Tan 





• Nous cherchons un chemin de longueur impaire 

• Chemins gagnants : (2,3)-(l,3)-(X,Y)-(0,l) et (2,3)-(2,2)-(X,Y)-(0,l) 



Graphes orientes values 
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Definition 



v J 



• Un graphe oriente value G est defini par : 

• Un ensemble de sommets V 

• Un ensemble d 'arcs A 

• Une valuation C : A ^ R qui a chaque arc du graphe 
associe une valeur reelle (couts, poids, distances, ...) 



• On utilise alors la notation : G = {V , A, C) 

c(u,v) 

u # # v 



Graphes orientes values 
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Exemple 

v ) 




• V = {a, b, c, 6, e, f> 

• A = {(a,b),(a,d),(b,a),(c,e),(c,f),(d,c),(d,e),(e,a),(f,d)} 

• c(a,b) = 1, c(b,a) = 4, c(d,e) = 2, c(a,d) = 7 ... 



Graphes orientes values 
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Chemin dans un graphe value 

v ^ 

• le poids (ou longueur) c(p) d'un chemin p est la somme 
des poids des aretes le long du chemin : c(p) = Z aep c(a) 




• Le chemin p = (a, d, c, f) est de poids 11 

• Le chemin p' = (a, d, e, a, d, c, f) est de poids 23 



Graphes non orientes 
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Definition 




• Un graphe non oriente G est compose : 

• V ensemble de sommets (ou noeuds) 

• E ensemble des aretes 

• E Q {(u, v) : u, v e V} 

• (u, v) = (v, u) : relations symetriques 



u 





v 



u 




Une arete de u vers v 



Une boucle 



Graphes non orientes 
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• Un graphe a 8 sommets, nommes a a h, comportant 10 
aretes. 

• V={ a, b, c, d, e, f, g, h } 

• E={(a / d) / (b / c) / (b / d) / (d / e) / (e / c) / (e / h) / (h / d) / (f / g) / (d / g) / (g / h)> 

• I V 1=8 et IE 1 = 10 




Graphes simples 
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Graphes simples 

\ / 

• Un graphe est dit simple s'il n'a pas de liens doubles ni de 
boucles. 

• Graphes non orientes : graphe sans boucle, et chaque 
couple de sommets est relie par au plus une arete. 




simple graph nonsimple graph nonsimple graph 

with multiple edges with loops 

• Graphes orientes : graphe sans boucle, et chaque couple 
de sommets (u,v) est relie par au plus un arc de u vers v , 
et au plus par un arc de v vers u. 



Graphes non orientes 
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Graphes non orientes 
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Definition 

v > 

• L'ensemble des voisins d'un sommet u dans un graphe 
G=(V,E) est N(u)={veV: (u,v) e E} 




• N(a)={d>; N(g)={f,d,h>; N(d)={a,b,g,h,e> ... 



Graphes non orientes 
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Graphes non orientes 
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Definition 



• Le degre d'un sommet u dans un graphe G=(V, E) est 
d(u)=|N(u)| 

• Le degre minimum de G est 5=Min{d(u) : u e V} 

• Le degre maximum de G est A=Max{d(u) : u e V} 



• d(d) = 5 

• les aretes incidentes a d 

• sont (d,a),(d,b),(d,e), 

• (d,h) et (d,g) 




• 5=Min{d(u):ueV> = 1 d(a)=l 

• A=Max{d(u):ueV} = 5 d(d) = 5 



Graphes non orientes 
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Proprietes 

V y 



• La somme des degres des sommets d'un graphe est egal a 
2 fois son nombre d'aretes 

• Le nombre de sommets de degre impair d'un graphe est 
pair 




• Exercices : 

• Demontrer les proprietes precedentes 
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Definitions 



• Soient u et v deux sommets distincts d'un graphe G=(V,E) 

• Une chaine deuav dans G est une suite u 0 =u,u 1 ,...,u k =v de 
sommets 2a 2 distincts tq vie{l,...,k} (u,.^ Uj)eE 

• u est I'origine de la chaine / v est I'extremite de la chaine 

• La longueur d'une chaine est le nombre d'aretes qu'elle possede 



• p est une chaine de longueur 5 reliant les sommets fab 




O : 



p=( f, g, h, e, d, b ) 



Graphes non orientes 
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Graphes non orientes 



Exemple 

v ) 

• Une chaine est simple si chaque arete de la chaine est 
empruntee une seule fois 

• Un cycle est une chaine dont I'origine et I'extremite sont 
confondues 



• Les chaines (f, g, d, b) 

• et (f, g, d, h, e, d, b) 

• sont simples. 



• La chaine (f, g, d, h, e, d, h, e, d , b) n'est pas simple : le cycle 
(d, h, e, d ) est emprunte 2 fois. Ce cycle pouvant etre emprunte 
autant de fois que Ton veut, il y a un nombre infini de chaines de 
fa b 
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GRAPHES 

PARTICULARS 




Graphes connexes 
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• Un graphe non-oriente est connexe si il existe une chaine 
dans G entre toutes paires de sommets (distincts) 




Ce graphe est connexe 



Graphes non connexes 
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Un graphe est non connexe si il existe un couple (u,v) de 
sommets distincts tq il n'existe pas de chaine reliant le 
sommet u au sommet v 






m— % 



Un graphe qui possede 3 composantes connexes, dont un 
sommet isole 



Graphes isomorphes 
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( \ 

Complexity 

v ^ 

• Le probleme qui consiste a prouver que deux graphes sont 
isomorphes ou non, est un probleme de la classe NP 

• Decider de I'existence d'un isomorphisme entre deux 
arbres est dans la classe P 



Graphes isomorphes 
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Exemple 

v y 



Graphe G 




Graphe H 




Isomorphisme 
entre G et H 

f(a) = 1 

m = 6 

f(c) = 8 
/(d) = 3 
f(g ) = 5 
f(h) = 2 
/(/) = 4 
/(/) = 7 



• On teste avant toute chose que les deux graphes on : 

• le meme nombre de sommets 

• le meme nombre d'arretes 

• le meme nombre de sommets de degre d (pour tout d) 




Graphes Euleriens 
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^ Definition (graphes non orientes) 

• Dans un graphe non oriente, une chaine Eulerienne est 
une chaine qui emprunte une et une seule fois chaque 
arete du graphe. 

• De meme, un cycle Eulerien est un cycle qui emprunte 
une et une seule fois chaque arete du graphe. 

• Enfin, un graphe comportant une chaine ou un cycle 
Eulerien est appele graphe Eulerien. 



/ \ 

Definition (graphes orientes) 

v ) 

• Dans un graphe oriente, un chemin Eulerien est un 
chemin qui emprunte une et une seule fois chaque arc du 
graphe. 

• De meme, un circuit Eulerien est un circuit qui emprunte 
une et une seule fois chaque arc du graphe. 

• Enfin, un graphe comportant un chemin ou un circuit 
Eulerien est appele graphe Eulerien. 



Graphes Euleriens 



58 



Existence : cas de graphes non orientes 

• Un graphe simple connexe admet un cycle Eulerien si et 
seulement s'il n'a pas de sommet de degre impair. 

• Un graphe simple connexe admet une chaine Eulerienne entre 
deux sommets u et v si et seulement si le degre de u et le degre 
de v sont impairs, et les degres de tous les autres sommets du 
graphe sont pairs. 



/ \ 

Existence : cas de graphes orientes 

\ > 

• Un graphe oriente fortement connexe admet un circuit Eulerien si 
et seulement si d + (u) = d _ (u) pour tout sommet u e V. 

• Un graphe oriente fortement connexe admet un chemin Eulerien 
de u vers v si et seulement si : 

• d + (u) = d _ (u) + 1 

• d + (v) = d _ (v) - 1 

• d + (s) = d‘(s) pour tout autre sommet s e V. 



Graphes Euleriens 
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Sommets 


A 


B 


C 


D 


E 


F 


Degres 


2 


3 


4 


4 


2 


3 



• Le graphe G est connexe 

• II a seulement deux sommets de 

• degre impair : le sommet B et 

• le sommet F. 

• II existe done une chaine 

• Eulerienne entre les sommets 

• B et F. 





Graphes Euleriens 
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On choisit une chaine d'origine B et d'extremite F, ne contenant 
jamais deux fois le meme arete, la chaine B - D - F convient. 

On choisit un sommet de la chaine A 

precedente et, a partir de ce sommet, 
on adjoint un cycle ne contenant pas des 
aretes deja utilisees, on choisir le 
sommet B et le cycle B - A - C - B 
On obtient la chaine B-A-C-B-D-F. 

On reitere I'etape precedente sur la chaine 
obtenue jusqu'a avoir utilise toutes les 
aretes du graphe. 

La chaine obtenue est par construction 
eulerienne, on choisit le sommet C et on 
adjoint le cycle C-D-E-F-C 




• On obtient la chaine B-A-C-D-E-F-C-B-D-F 



Graphes Hamiltoniens 



Definition (graphes non orientes) 

• Une chaine Hamiltonienne est une chaine qui passe une et 
une seule fois par chacun des sommets du graphe. 

• Un cycle Hamiltonien est un cycle qui passe une et une 
seule fois par chacun des sommets du graphe. 

• Un graphe possedant un cycle Hamiltonien sera dit graphe 
Hamiltonien. 



/■ \ 

Definition (graphes orientes) 

v J 

• Un chemin Hamiltonien est un chemin qui emprunte une 
et une seule fois chaque sommet du graphe. 

• De meme, un circuit Hamiltonien est un circuit qui 
emprunte une et une seule fois chaque sommet du 
graphe. 

• Enfin, un graphe comportant un circuit Hamiltonien est 
appele graphe Hamiltonien. 
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Graphes Hamiltoniens 



Chemin Hamiltonien 1 

• Le probleme du chemin Hamiltonien consiste a : 

• trouver une chaine Hamiltonienne ou un cycle 
Hamiltonien dans un graphe non oriente donne 

• ou a trouver un chemin Hamiltonien ou un circuit 
Hamiltonien dans un graphe oriente donne. 

/■ \ 

Condition d'existence 

• Jusqu'a present, on ne connait aucune condition 
necessaire et suffisante d'existence de cycles (chaines, 
circuits ou chemins) Hamiltoniens, valable pour tous les 
graphes 



/ \ 

Complexity 

\ > 

• Ce probleme est un des premiers a avoir ete montre 
comme etant NP-complet. 



Graphes Hamiltoniens 
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Exemple : 




Graphe de Hamilton 




Graphe Hamiltonien 



Graphes Hamiltoniens 
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Graphe de Petersen 



Petersen : graphe non Hamiltonien 



Ce graphe ne possede pas de 
cycle Hamiltonien 

Par contre, il possede 240 chemins 
Hamiltoniens 



Graphes complets 
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Definition (graphes non orientes) 



• Un graphe simple non oriente est dit complet si et seulement si 
tous ses sommets sont relies deux a deux par une arete. 

• Un graphe complet d'ordre n est note : K n 

M 

*1 fi h 

# 

h K, 

• Le nombre d'aretes d'un graphe complet d'ordre n est : n(n-l)/2 





66 




Graphes complets 




Graphes bipartis 
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• Un graphe simple est dit biparti si et seulement si il existe une 
partition de son ensemble de sommets en deux sous-ensembles 
U et V telle que chaque arete/arc ait une extremite dans U et 
I'autre dans V. 



u 



V 





• Un graphe est biparti si et seulement s'il ne contient pas de cycle 
impair 



Arbres 
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Definition 



• Un arbre (tree) est un graphe non oriente connexe et sans 
cycle. 




l C □ E F G 

/l\ /\ I 

J K L 

A l 



G H I 

/} 

M N 



A 

/ 

B 

/ \ 

G C 
/ \ \ 

M H D 

\ \ \ 

N I E 

/ \ 

J F 

/ \ \ 

0 K G 

/ / 

P L 



• On distingue deux types de sommets dans un arbre : 

• Les feuilles dont le degre est 1 ; 

• Les nceuds internes dont le degre est superieur a 1. 






Arbres 
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Vocabulaires 

v > 

• Soit T un arbre de racine r 

• Le pere d'un sommet (ou noeud) x est I'unique voisin de 
x sur le chemin de la racine a x. La racine r est le seul 
sommet sans pere. 

• Les fils d'un sommet x sont les voisins de x autres que 
son pere. 

• Une feuille est un sommet sans fils. Les feuilles 
correspondent aux sommets de degre 1. 

• La hauteur h(T) de I'arbre T est la longueur du plus long 
chemin de la racine a une feuille. 



Arbres 
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Exemple 



On represente habituellement un graphe de racine r par niveaux, 
a la fagon d'un arbre genealogique. Au niveau 0 apparait la 
racine, au niveau 1 ses fils, au niveau 2 les fils de ses fils, etc... 
Le niveau d'un sommet correspond a sa profondeur dans I'arbre, 
c'est a dire la longueur de son chemin a la racine. 




Dans I'exemple : 

■ L'arbre a une hauteur de 4. 

■ Les feuilles de I'arbres sont h, b, e, \, j, k. 

■ Les fils de la racine sont a , b, c. 

■ Le pere de g est c 



Arbres 
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Theoreme 

v / 

• SoitT=(V,E) un graphe a n sommets. 

• Les proprieties suivantes sont equivalentes : 

• T est un arbre 

• T est sans cycle et admet n-1 aretes 

• T est connexe et admet n-1 aretes 

• T est sans cycle et en ajoutant une arete on cree un 
cycle et 1 seul 

• T est connexe et si on supprime une arete quelconque, il 
n'est plus connexe 



Arborescences 
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1 Definition 

• Une arborescence est un graphe oriente sans circuit 
admettant une racine r telle que, pour tout autre sommet 
s de S, il existe un chemin unique allant de r vers s. 






Forets 



73 



Definition 

v > 

• Une foret est un graphe dont les composantes connexes 
sont des arbres 




Sous-graphes 
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Definition 

v ^ 

• Un sous-graphe (subgraph) d'un graphe oriente ou non 
est le graphe obtenu en supprimant certains sommets et 
tous les arcs ou aretes incidents aux sommets supprimes. 
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PROBLEMES 

PARTICULARS 




Probleme du voyageur de commerce 
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• L'enonce du probleme du voyageur de commerce est le suivant : 
etant donne n villes et les distances separant chaque point, 
trouver un circuit de longueur totale minimale qui passe 
exactement une fois par chaque ville. 




Probleme du voyageur de commerce 
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Definition 

• Soit un graphe complet G = (V, E, W) 

• V un ensemble de sommets, 

• E un ensemble d'aretes 

• W une fonction de cout sur les aretes. 

• Le probleme du voyageur de commerce revient a trouver un plus 
cycle Hamiltonien de poids minimal dans le graphe G 




Probleme du voyageur de commerce 
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• 1954 : solution pour 49 villes par Dantzig, Fulkerson et Johnson 

• 1975 : solution pour 100 villes par Camerini, Fratta and Maffioli 

• 1987 : solution pour 532, puis 2392 villes par Padberg et Rinaldi 

• 1998 : solution pour les 13 509 villes des Etats-Unis. 

• 2001 : solution pour les 15 112 villes d'Allemagne 

• 2004 : solution pour les 24 978 villes de Suede 




Probleme du voyageur de commerce 
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Probleme du voyageur de commerce 
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Heuristique du plus proche voisin 

• Algorithme 

• Partir d'un sommet 

•TANT QUE la tournee n'est pas complete 

• Aller a la ville la plus proche non encore 

• visitee 

• FINTANTQUE 



Si on part de a, la ville la plus proche est b, 
puis c, puis d, puis e, puis a. 

On obtient la tournee a b c d e a de 
longueur : 5 + 10 + 5 + 8 + 10 = 38 





Probleme du voyageur de commerce 
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Heuristique de liste 

v > 

• Principe : 

• On commence par trier les aretes par longueur croissante. 

• Puis on parcourt la liste triee des aretes et on selectionne les 
aretes de maniere a ne pas creer de circuit, ni de sommet de 
degre 3, c'est-a-dire une fourche, ceci jusqu'a ce qu'on puisse 
revenir au sommet de depart. 

• Algorithme : 

• Trier les aretes par ordre de longueur croissante 

• TANTQUE la tournee n'est pas complete 

• Prendre la premiere arete non examinee de la liste 

• Si elle ne cree ni cycle, ni fourche avec les aretes 
precedemment selectionnees, la retenir. 

• FINTANTQUE 



Probleme du voyageur de commerce 
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Algorithme : 

Trier les aretes par ordre de longueur croissante 
TANTQUE la tournee n'est pas complete 

Prendre la premiere arete non examinee de 
la liste 

Si elle ne cree ni cycle, ni fourche avec les 
aretes precedemment selectionnees, la 
retenir. 

FINTANTQUE 

On commence par (a, b) de longueur 5 puis (c, d) 
de longueur 5 egalement, puis(c, e) de longueur 

7. 

On ne peut pas prendre (e, d) de longueur 8 qui 
creerait un sous-cycle deed, done on prend (a, d) 
de longueur 9 et on termine par (b, e) de 
longueur 14. 

On trouve la tournee a b e c d a de longueur 40 




Probleme du voyageur de commerce 
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1 Animation 

• Etant donne un ensemble de 200 villes, quatre algorithmes sont 
utilises pour trouver un plus court cycle passant une et une seule 
fois par ces 200 villes. 

• Chemin au hasard : selectionner au hasard la prochaine ville 
parmi les villes restantes non encore visitees, jusqu'a ce que 
toutes les villes sont visitees. 

• Greedy : selectionner la prochaine ville non encore visitees qui 
est la plus proche de la ville actuelle (i.e. plus proche voisin) 

• 2-Opt : creer d'abord une solution initiale, puis I'optimiser avec 
I'algorithme 2-opt 



• Recuit simule : Creer d'abord une solution initiale, puis 
I'optimiser avec 2-opt en combinaison avec recuit simule. 



2-opt : a chaque etape, on supprime deux 
aretes de la solution courante et on 
reconnecte les deux tours ainsi formes 




Coloriage des sommets d'un graphe 




Definition 

• Le probleme de coloriage des sommets d'un graphe consiste a 
affecter a chaque sommet une couleur telle que 2 sommets 
adjacents n'aient pas la meme couleur. 

• On cherche a minimiser le nombre de couleurs utilisees. Le plus 
petit nombre de couleurs permettant la coloration est appelee 
nombre chromatique du graphe. 




• Le probleme de k-coloriage est NP. C'est encore un probleme a un 
million de dollars ! 



Coloriage des sommets d'un graphe 
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Algorithme glouton 



• Principe : 

• L'heuristique la plus simple consiste a prendre les sommets 
dans un ordre donne (qui peut etre quelconque) et a leur 
affecter la premiere couleur possible. 

• Algorithme : 

• Numeroter les sommets de 1 a n 

• Numeroter les couleurs 

• POUR i de 1 a n 

• Colorier le sommet i avec la premiere couleur possible. 

• FINPOUR 

• La solution depend de I'ordre dans lequel les sommets seront 
examines. 



Coloriage des sommets d'un graphe 
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■ Exemple 

Ordre des couleurs : 1 : Rouge, 2 : bleu, 3 : vert, 4 : jaune 

On commence par le sommet 1 a qui Ton attribue la premiere couleur : rouge. 

La premiere couleur possible pour le sommet 2 est la couleur 2, le bleu. 

Pour le sommet 3, la couleur possible de plus petit numero est le rouge (couleur 1). 

On peut ensuite mettre le sommet 4 en bleu, 5 en rouge et 6 en bleu. 

Pour le sommet 7 on doit utiliser le vert et pour le 8 la quatrieme couleur, le jaune. 

On vient d’obtenir une coloration avec 4 couleurs. Mais ce n’est pas la solution optimale 



B R 




Coloriage des sommets d'un graphe 
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Algorithme glouton ameliore 



• Principe : 

• L'amelioration de I'heuristique precedente passe par un choix 
plus judicieux de Tordre d'examen des sommets. 

• On modifie I'heuristique precedente en numerotant les sommets 
dans I'ordre de leur degre decroissant. Pour le reste, le principe 
est inchange. 

• Algorithme : 

• Numeroter les sommets dans Tordre des degres decroissants 

• Numeroter les couleurs 

• POUR i de 1 a n 

• Colorier le sommet i avec la premiere couleur possible. 

• FINPOUR 



Coloriage des sommets d'un graphe 
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Exemple 



Ordre des couleurs : 1 : Rouge, 2 : bleu, 3 : vert, 4 : jaune 
Ordre des sommets : 8, 2, 3, 5, 7, 1, 4, 6 

On commence done la coloration par le sommet qui porte maintenant le numero 8 car il 
est de degre 4, on passe ensuite au sommet 2 (de degre 3) puis au sommet 3 etc.... 

On constate que 3 couleurs suffisent maintenant et Ton ne peut trouver mieux en 
raison des sommets 2, 3 et 8 qui doivent etre 2 a 2 de couleurs differentes. 



B V 




R 





Couplage de poids max 
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Definition 



• Un couplage dans un graphe simple est un ensemble M d'aretes 
tel que M deux aretes quelconques de M n'ont pas d'extremite 
commune. 

• Un couplage maximum est un couplage dont le nombre d'aretes 
est maximal 

• Un couplage parfait est un couplage qui est incident a tous les 
noeuds 



r>s 



Couplage de poids 2 Couplage max de poids 3 

• II est possible de trouver un couplage maximum en temps 
polynomial dans un graphe fini quelconque grace a I'algorithme 
d'Edmonds 






Couplage dans un graphe bipart ? 0 



; Definition 

• La recherche d'un couplage maximum dans un graphe biparti est 
appele le probleme d'affectation. 



Exemple 

) 

• Quatre produits PI, P2, P3 et P4 sont a affecter sur 4 machines 
dont les couts d'exploitation dependent du produit, comme 
indique sur le tableau. Sur quelle machine chaque produit doit-il 
etre fabrique pour minimiser le cout total ? 



PI 

P2 

P3 

P4 





Couplage dans un graphe bipart ? 1 



Exemple 



• Le probleme d'affectation peut etre resolu par des algorithmes 
polynomiaux : comme I'algorithme hongrois. 




Ml M2 M3 M4 





90 


X 


X 


20 


70 


0 


X 


0 


X 


30 


0 


50 


fo] 


X 


0 




Clique de taille max 
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Definition 



• Line clique d'un graphe non oriente est un sous-ensemble des 
sommets de ce graphe dont le sous-graphe induit est complet. 




• La clique maximum d'un graphe est la clique dont le cardinal est 
le plus grand (c'est-a-dire qu'elle possede le plus grand nombre 
de sommets). 

• II s'agit d'etablir si un graphe G donne contient une clique de 
cardinal au moins egal a un entier donne k. Lorsqu'on a constitue 
une liste de k sommets, il est trivial de verifier s'ils forment une 
clique, et c'est pourquoi ce probleme est de type NP. 





l 


Arbre couvrant de poids min 
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Definition 

V 


• Etant donne un graphe G non oriente, value et connexe. 



• Un arbre couvrant de G est un sous-graphe de G qui est un arbre 
et qui connecte tous les sommets de G. 



• Un arbre couvrant de poids minimal est un arbre couvrant dont 
la somme des poids des aretes est minimale. 




Arbre couvrant de poids min 
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Resolution 



• II existe de nombreux algorithmes de recherche d'un 
arbre couvrant de poids minimal : 

• algorithme de Boruvka 

• algorithme de Prim 

• algorithme de Kruskal 



FERMETURE 

TRANSITIVE 
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A 



J 




Fermeture transitive 
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f \ 

Definition 




• La fermeture transitive d'un graphe (oriente ou non) G = (V, E) 
est definie par le graphe G* = (V, E*) ou 

• E* = {(i, j) : il existe un chemin/chaine reliant i a j dans G} 




/ \ 

Exemple 

V J 




Un graphe oriente G et sa fermeture transitive G* 

• L'arc (5,1) e G* : il existe un chemin de 5 a 1 = 5 - 2 - 1 
















Fermeture transitive 
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Interet 

• Calculer la fermeture transitive : 

• d'un graphe non oriente sert a determiner si ce graphe est 
connexe 

• d'un graphe oriente sert a determiner si ce graphe est 
fortement connexe 



(■ \ 

Remarques 

> 

• La fermeture transitive G* d'un graphe connexe (ou fortement 
connexe) G est un graphe complet 

• Un graphe G est connexe (ou fortement connexe) si sa fermeture 
transitive G* est un graphe complet 

• Deux sommets x, y sont de la meme composante connexe de G 
si et seulement si il existe un arc (ou une arete) (x,y) dans la 
fermeture transitive G* de G. 



Puissances successives 
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Exemple 

• Dans la matrice M k , la terme = 1 ssi il existe un chemin (ou 
une chaine) de longueur k allant du sommet i vers le sommet j 

• Le calcul de la fermeture transitive d'un graphe peut se faire en 
additionnant les "puissances" successives de sa matrice 
d'adjacence 

10 0 0 
0 10 0 
0 0 11 
0 0 0 1 
0 0 1 0 ^ 

4 

Un graphe oriente G et sa matrice d'adjacence 




Puissances successives 
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Exemple 



• Pour qu'il existe un chemin de longueur 2 

• pour aller d'un sommet k a un sommet r, 

• il faut qu'il existe un sommet i tel qu'il ^ 2 

• existe un chemin de longueur 1 de k 

• vers i et un autre chemin de longueur 1 

• de i vers r. -j 

1 





Puissances successives 
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^ Exemple 












y 


• En additionnant M et M 2 (+ et x booleenne), on obtient la 
matrice M + M 2 des chemins de longueur inferieure ou 
egale a 2 




r O 


1 


1 


0 


0 ^ 






1 


0 


1 


1 


1 




M + M 2 = 


1 


1 


0 


1 


1 






0 


0 


0 


1 


1 






S’ 

o 


0 


0 


1 


K 





Puissances successives 
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Exemple 

V 










\ 

y 


• En additionnant M, M 2 et M 3 , on obtient la matrice M + 


M 2 + M 3 ,des chemins de longueur inferieure ou egale a 3 




(1 


1 


1 1 


i) 






1 


1 


1 1 


i 




M + M 2 +M 3 = 


1 


1 


1 1 


i 






0 


0 


0 1 


i 






[o 


0 


0 1 







Puissances successives 
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Exemple 

• En additionnant M, M 2 M 3 et M 4 , on obtient la matrice 
M+M 2 +M 3 +M 4 ,des chemins de longueur inferieure ou 
egale a 4 






4 

I M # 

/=! 






11111 
11111 
11111 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 



\ 



J 



Puissances successives 
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Exemple 



• On obtient M + M 2 +M 3 +M 4 = M + M 2 +M 3 

• done M+M 2 +M 3 est la matrice d'adjacence de la 
fermeture transitive du graphe G 



3 / 

EM 1 

/=1 



(11111 
11111 

11111 
0 0 0 1 1 
K 0 0 0 1 1 




La complexity de cet algorithme est o(n 4 ) 



Algorithme de Roy-Warshall 
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• Cet algorithme ajoute des arcs au graphe G jusqu'a obtenir la 
fermeture transitive 

• procedure Roy-Warshall (G un graphe) 

• pour tout sommet y de G faire 

• pour tout arc (x,y) de G entrant dans y, ou x±y, faire 

• pour tout arc (y,z) de G sortant de y, ou z=£y, faire 

• si (x,z) n'est pas un arc de G alors ajouter I'arc (x,z) 
• fin si 

• fin pour (y,z) 

• fin pour (x,y) 

• Fin pour y 

• Fin procedure 



• La complexity de cet algorithme est : o(n 3 ) 
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Algorithme de Roy-Warshall 



1 Prin cipe de Talgorithme 

• Cet algorithme utilise la matrice d'adjacence pour calculer la 
matrice d'adjacence de la fermeture transitive d'un graphe simple 

• procedure Roy-Warshall (M matrice de booleen) ; 

• A <- M (A = matrice de la fermeture transitive) 

• pour i = 1 a n faire 

• A[i, i] = 1 

• finpour 

• pour k = 1 a n faire 

• pour i := 1 a n faire 

• pour j := 1 a n faire 

• A[i, j] := A[i, j] ou (A[i, k] et A[k, j]) ; 

• finpour 

• finpour 

• finpour 

• Fin procedure 

• La complexity de cet algorithme est : o(n 3 ) 



Algorithme de Roy-Warshall 
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Exemple 




M = 



r O 
0 
1 
0 
yO 



l 

o 

0 

0 

0 



0 

1 

0 

0 

0 



0 

0 

1 

0 

1 



Un graphe oriente G et sa matrice d'adjacence 



0 
1 
1 

°y 



Algorithme de Roy-Warshall 
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Exemple 

v 




0 


1 


0 


0 


(T 




fi 


1 


0 


0 


(T 




(1 


1 


0 


0 


o' 


0 


0 


1 


0 


0 




0 


1 


1 


0 


0 




0 


1 


1 


0 


0 


1 


0 


0 


1 


1 


A> = 


1 


0 


1 


1 


1 


Al = 


1 


1 


1 


1 


1 


0 


0 


0 


0 


1 




0 


0 


0 


1 


1 




0 


0 


0 


1 


1 


,0 


0 


0 


1 


0> 




,0 


0 


0 


1 


b 




,0 


0 


0 


1 


b 




(1 


1 


1 


0 


o' 




f 1 


1 


1 


1 


1 ) 




(1 


1 


1 


1 


b 


0 


1 


1 


0 


0 




1 


1 


1 


1 


1 




1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


a 3 = 


1 


1 


1 


1 


1 


a 4 = 


1 


1 


1 


1 


1 


0 


0 


0 


1 


1 




0 


0 


0 


1 


1 




0 


0 


0 


1 


1 


,0 


0 


0 


1 


b 




,0 


0 


0 


1 


b 




,0 


0 


0 


1 


b 



Algorithme de Roy-Warshall 
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Exemple 

v 



a 4 = 



111 


1 1 1 


111 


1 1 


111 


1 1 


0 0 0 


i i 


o 

o 

o 


i i. 




G admet deux composantes fortement connexes : 
F = {1, 2, 3} et H = {4, 5} 
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NOYAU D'UN GRAPHE 




Noyau d'un graphe 



Definition 

• Soit G = (S, A) un graphe oriente. Le noyau U de G est forme 
d'une partie des sommets de G, telle que 

• les sommets de U n'ont aucun arc les joignant deux a deux 

• tout sommet en dehors de U admet au moins un successeur dans 

U 




ROUGE sommets du noyau VERT sommets a I'exterieur du noyau 



Noyau d'un graphe 



in 





Interet ] 


• Le noyau d'un graphe est tres utile pour determiner la solution 
d'un type particulier de jeux, il est utile dans la cryptographie 




/■ \ 

Complexity 

k > 


• Chvatal a montre en 1973 que trouver un noyau dans un graphe 
etait un probleme NP-complet. 




/ \ 

Exemple : jeu a deux joueurs 



• Jeux finis a deux joueurs sans information cachee avec toujours 
un vainqueur. Un des deux joueurs possede une strategie 
gagnante (exemple jeu des allumettes) 

• Graphe oriente 

• Sommets : configurations du jeu 

• Arcs : deplacements 

• Noyau = Ensemble des positions gagnantes 

• Celui qui possede une strategie gagnante se deplace toujours 
vers un sommet du noyau 



Noyau d'un graphe 
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I 



• Deux cas pour les circuits : 

• ceux qui ont un nombre impair de sommets n'ont pas de noyau 

• ceux qui ont un nombre n pair de sommets en ont un noyau et 
I U | = n/2 





Exemples de graphes en forme de circuit 

v 



Noyau d'un graphe 
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| Exemples graphes sans circuit 

• II s'agit la de graphes sans circuit possedant un noyau unique. 

/\ A A 

/\/ /\ A 



• Remarquons que les sommets sans successeur sont forcement 
des elements du noyau, et que leurs predecesseurs ne sont pas 
dans le noyau. 



Noyau d'un graphe 
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| Exemples graphes avec circuit 

• II s'agit la de graphes avec circuit 




• Ces deux graphes ont un cycle. Le premier possede un noyau, 
le deuxieme n'en a pas. 



Noyau d'un graphe 
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Theoreme 

• Si un graphe oriente n'a pas de circuit de longueur impaire, il 
admet un noyau 

• Si un graphe oriente ne possede aucun circuit, il admet un noyau 
et celui-ci est unique. 



f \ 

Algorithme de construction d'un noyau 

\ / 

Construction du noyau : 

1) on met le sommet qui n'a pas de successeurs 
dans le noyau et ses deux predecesseurs hors du 
noyau. 

2) on prend la partie restante du graphe, en 
mettant le sommet d'en bas dans le noyau, et 
son predecesseur en dehors. 

3) on prend ce qui reste du graphe, en mettant 
le sommet d'en bas dans le noyau, et son 
predecesseur en dehors. 



i 

i 



Ni 

> 

> 






Ni 

<C 
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CH EMINS OPTIMAUX 
DANS UN GRAPHE 
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[ Definition 

• Soit G =(S, A, W) un graphe value oriente. Le cout d'un 
chemin p = <s 0 , s u s 2 , s k > est egal a la somme des couts 
des arcs composant le chemin, c'est a dire, 

k 

COUt(p)= I COUt{Sj _ 1 / s / ) 

/ = 1 

• Le cout d'un chemin sera aussi appele poids du chemin. 

• Le cout (ou poids) d'un plus court chemin entre deux sommets 
Sj et Sj est note 8(Sj , Sj) et est defini par 

• 8(Sj f Sj) = +oo si il n'existe pas de chemin entre s, et Sj 

• 8(S; , Sj) = min{cout(p) / p = chemin de Sj a Sj > si il 

existe un chemin entre Sj et Sj 



Types de problemes 
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Types de problemes 



• 3 types de problemes : 

• Probleme A : trouver un plus court chemin du sommet s au sommet t 

• Probleme B : etant donne un sommet de depart s, trouver un plus court 
chemin de s vers tout les autres chemins 

• Probleme C : trouver un plus court chemin entre tout couples de 
sommets c-a-d calculer une matrice nxn (distancier) 



• Un algorithme pour un de ces problemes peut etre utilise pour resoudre les 
deux autres. 

• La grande majorite des problemes concerne le probleme B 
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• Nous avons : 5(a; b) = 3, 8(a; e) = 5 , 8(a; c) = 9, 8(a; d) = 11 
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Existence d'un chemin optima 
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Definition 

v 




Le chemin < s; e; f; e; f; g > 
contient le circuit < e; f; e > 
de cout negatif -3. 

Autrement dit, a chaque fois 
que I'on passe dans ce circuit, 
on diminue de 3 le cout total 
du chemin. 

Par consequent, 8(s; g) = -oo 
et 

il n'existe pas de plus court 
chemin entre s et g. 




Algorithme de Dijkstra 
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Validite 



• Validite : couts des arcs non negatifs 

• Le probleme de la non existence d'un circuit negatif est done evite 

• Principe : 

• A chaque iteration, un sommet x regoit son etiquette definitive 
v(x) (on dit qu'il est fixe) 

• Un tableau de booleens indique les sommets fixes 

• Etiquettes initiales a +oo, sauf v(s) = 0 

• Iterations principales : 

• Calcul du sommet x d'etiquette minimale 

• Pour tout successeur y de x, on regarde si le chemin passant par 
x ameliore le chemin deja trouve de s a y. On remplace done 
v(y) par Min(v(y), v(x) + cout(x,y)) 

• En cas d'amelioration, on memorise le chemin : P(y) = x 

• Si tout les sommets sont descendants de s, il y a n iterations. Si 

non il faut stopper I'algorithme quand v(x) est infini. 



Algorithme de Dijkstra 
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Algorithme de Dijkstra 



Exemple 



125 



Exemple 

(a) S = {2, 3, 4, 5, 6} 

v(l) = 0, v( 2) = 7, v(3) = 1, v(4) = v(5) = v(6) = +oc 

(b) j = 3, S* = {2, 4, 5, 6}, 

(c) S*nr(3) = {2, 5, 6} 

v( 2) = min(7,l+5) = 6, v(5) = min(l,l+2) = 3, 
v(6) = min(l,l+7) = 8 

(b) j = 5, S* = {2, 4, 6} 

(c) S*r>r(5) = {2, 4> 

v(2) = min(6,3+2) = 5, 
v(5) = min(l,3+5) = 8 

(b) j = 2, S* = {4, 6} 1 

(c) S*r,r(2) = {4, 6} 

v(4) = min(8,5+4) = 8, v(6) = min(8,5+l) = 6 

(b) j = 6, S* = {4} 

(c) S*nr(2) = 0 
(b) j = 4, S* = 0 






Exemple 
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[ Exemple 




Les longueurs des plus courts chemins du sommet 1 vers les 
autres sommets sont : 

v(l) = 0, v(2) = 5, v(3) = 1, v(4) = 8, v(5) = 3 et v(6) = 6 



